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’ Teoretyczne Podstawy Informatyki ‘

Lista 3 — Modele algorytmiczne

1 Wprowadzenie

Wspblcezesne systemy informatyczne to skomplikowane uktady, ktére co moze dziwi¢ bazuja
na bardzo prostych modelach algorytmicznych. Wsréd wielu modeli algorytmicznych mozna
wyroznic:

e maszyne Turinga,
e programy licznikowe,
e maszyne o dostepie swobodnym.

Istnieja takze inne modele, jak np.: rachunek kombinatoréw, rachunek lambda, czy model funk-
cji rekurencyjnych. Wszystkie wymienione modele sg sobie réwnowazne, cho¢ ich wtasnosci
czasem predysponujg dany model do pewnych zastosowan np.: maszyna RAM czy programy
licznikowe, mozna traktowaé jako najprostsze jezyki programowania, natomiast maszyna Tu-
ringa jest bardziej ogélnym modelem, lepszym do opisywania ogolnych wtasnosci algorytmow.

1.1 Maszyna Turinga

Maszyna Turigna (a doktadniej deterministyczna maszyna Turinga) jest zbudowana z nastepu-
jacych elementow:

1. skoniczonego alfabetu symboli
2. skonczonego zbioru standéw, z wyrdznionym stanem poczatkowym i koncowym

3. nieskonczonej tasmy z zaznaczonymi kwadratami, z ktorych kazdy moze zawiera¢ poje-
dynczy symbol

4. ruchomej glowicy odczytujaco/zapisujacej, ktéra moze przesuwaé sie wzdtuz tasmy prze-
suwajac sie na raz o jeden kwadrat

5. diagramu przejs¢ miedzy stanami, zawierajacego instrukcje, ktére powoduja, ze zmiany
nastepuja przy kazdym zatrzymaniu sie

Rysunek 1 zawiera przyktadowy diagram dla deterministycznej maszyny Turinga. Program
ten sprawdza czy wyraz umieszczony na tasmie ztozony tylko z liter a oraz b z obu stron
oznaczony znakami # ktore reprezentuja symbol pustego znaku jest palindromem. Okreslenie
deterministyczna oznacza, ze z kazdego stanu do innego stanu istnieje tylko jedno przejscie z tym
samym warunkiem. Nie sa dopuszczalne stany dla ktorych wystepuje kilka przej$é do réznych
stanéw lecz zawsze z takim samym warunkiem. Moéwiac wprost zawsze moze by¢ wykonana
tylko jedna okreslona instrukcja.
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Rysunek 1: Wykrywanie palindromow

Symbole jakie sa stosowane w przypadku maszyn Turinga to zazwyczaj, cyfry, litery oraz
znaki. W jednej kratce na tasmie znajduje sie tylko jeden symbol. W przypadku liczb stosuje
si¢ system kodowania binarnego ale bardzo czesto wygodniej jest stosowaé¢ kod jedynkowy. W
tym przypadku liczba jedynek znajdujacych sie na tasmie okresla liczbe catkowita. Zero jest
kodowane jedng jedynka natomiast dowolna inna liczba catkowita n jest reprezentowana przez
doktadnie n + 1 kolejnych jedynek znajdujacych sie na tasmie.

Maszyne Turinga mozna zdefiniowa¢ w sposob bardziej formalny. Maszyna Turinga 7' jest
catkowicie okreslona przez:

1. alfabet zewnetrzny A = {ag, a1, ..., a,}, gdzie dodatkowo ag = 0,a; =0
2. alfabet stanéw wewnetrznych Q = {qo, q1, ..., qm}

3. program, czyli zbiér wyrazen T(i,j) gdzie i = 1,...,m; j = 0,...,n, kazde wyrazenie
moze mie¢ jedng z nastepujacych postaci:

q;a; — qgar, q;a; — g R, q;a; — qray L
gdzie 0 < k < m, 0 <! <n. Wyrazenia T'(i, j) nazywamy rozkazami.

Stowem maszynowym (konfiguracje) nazywamy stowo o postaci Agya;B, gdzie 0 < k < m,0 <
Il < m, A oraz B sa slowami i moga to by¢ stowa puste w alfabecie A. Bedziemy tez pisa¢ a7,
jako skrot wyrazenia a;a; . . . a;.
T razy
Dla danej maszyny 1" oraz stowa M = Ag;a;B. Przez My, oznaczymy stowo otrzymane z M
wedtug nastepujacych regut:



1.dlai=0 M,=M
2. dlai > 0:

(a) jedli T'(4,7) jest postaci g;a; — quay, to My = Aqea; B
(b) jesli T'(4, ) jest postaci ¢;a; — qrai R, to:
o (B,) jesli B nie jest stowem pustym to My = Aa;q, B
o (By) jesli B jest stowem pustym to My = Aaqrag
(c) jesli T'(4,7) jest postaci ¢;a; — qra;L, to:
e (O)) jedli A = Aja, dla pewnych A, oraz a,, to My = Ajqrasa; B
o (Oy) jedli A jest stowem pustym, to My = qraoa; B.

1.2 Programy licznikowe

Maszyna Turinga jest modelem matematycznym, cho¢ z tego punktu widzenia lepszym mode-
lem moze si¢ wydawac¢ np.: rachunek lambda. Jednak maszyna Turinga nie najlepiej modeluje
np.: jezyki programowania. Nieskomplikowanym modelem jezykéw programowania jest maszy-
na licznikowa. Co moze budzi¢ zdziwienie, to model ten jest jeszcze bardziej prymitywny niz
maszyna Turinga. Jest on zbudowany z zaledwie z czterech typéw instrukeji. Pierwsza to przy-
pisanie zera do zmiennej: X < 0. Znak przypisania wyrazony za pomoca strzatki w lewo jest
sprawa umowna mozna stosowac¢ operator przypisania z Pascala: x:=0; jak widac¢ tacznie ze
srednikiem.

Drugi typ instrukeji to zwigkszenie wartosci zmiennej o jednos¢ i przypisanie wyniku do tej
samej badz innej zmiennej:

X—Y+1

Dopeieniem tego typu instrukcji jest zmniejszenie wartosci o jednosé:
X—Y-—-1

Ostatnim typem instrukcji jest instrukcja skoku, jedli zmienna jest réwna zeru: jesli X =
0 skocz—do ETY. Mozna tez uméwié sie, ze jesli w programie nie ma etykiety o podanej
nazwie to program przerwie dziatanie. Koniec nastapi réwniez, gdy zostanie wykonana ostatnia
instrukcja w programie.

Przyktadowy program ktoéry oblicza iloczyn X x Y przedstawia si¢ nastepujaco:

U—20
Z 0

A jedli X = 0skocz—do L
X—X-1
V—Y+1
V—V-1

B: jesliV =0 skocz—do A
V<V-1
J—Z+1

jesli U = 0 skocz—do B



1.3 RAM — maszyna o dostepie swobodnym

Maszyna RAM (ang. random access machine) sktada sie z dwoch list, listy wejsciowej (ozna-
czona jako LI) z ktérej mozna tylko odezytywaé wartosci za pomocy instrukeji read. Druga
lista jest lista wyj$ciowa (okreslona symbolem LO) na ktéra mozna wyprowadzaé¢ dane za po-
moca instrukeji write. W maszynie ram dostepna jest tez pamieé¢ (oznaczona jako c(n)) ktéra
mozna modyfikowaé¢ za pomoca funkcji read oraz store. W pamieci istotng role petni komoérka
o indeksie zero ktéra nazywa si¢ akumulatorem. Operacje arytmetyczne oraz instrukcje skoku
wykorzystuja wartos¢ jaka znajduje sie w akumulatorze. W przypadku instrukeji skoku mo-
wimy, ze rejestr indeksu instrukeji (/7 — index instructions) zmienia swoja pozycje. Tabela 2
zawiera spis wszystkich dopuszczalnych instrukeji dla maszyny o dostepie swobodnym (pomi-
nicto instrukcje: SUB, MULT, DIV, bowiem przedstawiaja si¢ analogicznie jak dla instrukeji
sumy ADD).

Lp. | Instrukcja Zmnacznie

1 |LOAD =a | ¢(0)«a

LOAD n c(0) «— ¢(n
)

(
LOAD *n | ¢(0) « ¢

2 | STOREn | ¢(n) < ¢(0)
STORE *n | ¢(c(n)) « ¢(0)

3 | ADD =a c(0) «—¢(0) +a
ADD n c(0) < ¢(0) + ¢(n)
ADD *n c(0) < ¢(0) + ¢(c(n))

4 | SUB =a c(0) «— ¢c(0) — a

5 | MULT =a | ¢(0) < ¢(0) xa

6 | DIV =a c(0) < ¢(0) div a

7 | READ n c(0) «— LI;
READ *n | ¢(c(n)) « LI;

8 | WRITE =a | LO; < a

WRITE n | LO; < ¢(n)

WRITE *n | LO; < ¢(c(n))

9 | JUMP ety | Il « ety

10 | JETZ ety | if ¢(0) > 0 then I] « ety
11 | JMPZ ety | if ¢(0) = 0 then /] « ety
12 | HALT zatrzymanie pracy maszyny

Rysunek 2: Spis instrukeji maszyny RAM

Obliczanie wartosci 5" za pomoca maszyny o dostepie swobodnym ma nastepujaca postac:

READ 1 ; odczytanie n
LOAD 1 ; 1 zapis do akumulatora
JMPZ L2 ; jesli n=0 idziemy do L2
LOAD =b ; podstawa

L1: STORE 2 ; wynik czesciowy
LOAD 1 ; licznik petli
SUB =1 ; zmniejszenie licznika
STORE 1 ; petli
JMPZ L3



LOAD 2 ; wynik czesSciowy

MULT =b ; jest mnozony przez pieé
JUMP L1 ; skok na poczatek petli mnozace]
L2: WRITE =1 ; wynik gdy wyktadnik réwny zero
HALT
L3: WRITE 2 ; wynik gdy wyktadnik wigkszy od zera
HALT
Zmak ,=" oznacza, iz jest to warto$¢ bezposrednia, czyli LOAD =5 oznacza, ze do akumulatora

zostanie zaladowania warto$é 5.

2 Beztypowy rachunek lambda

2.1 Nieco historii

Rachunek lambda wraz z logika kombinatoryczna powstat w latach trzydziestych dwudziestego
wieku. Wedtug autorow obydwa mechanizmy miaty stanowi¢ alternatywe dla teorii mnogosci
i sta¢ sie nowym podejsciem w thumaczeniu podstaw matematyki. Niestety, ostatecznie nie
udato si¢ zbudowa¢ odpowiednika teorii mnogosci odwotujac sie do pojecia funkcji. Jednakze
sam rachunek lambda zostal zastosowany w teorii obliczen. Definicja funkcji obliczalnej zostata
podana w wcze$niej w rachunku lambda, dopiero pdzniej podobna definicje funkcji obliczalnej
podal Turing dla swojej koncepcji maszyny obliczeniowe;.

Rachunek lambda posiada zastosowania nie tylko teoretyczne. Wraz z rozwojem jezykow
programowania stat sie istotnym narzedziem w semantyce. Pierwszym przyktadem moze by¢
maszyna SECD Landina. Jest to uniwersalna maszyna zdolna do wykonywania dowolnego pro-
gramu. Rachunek lambda jest rowniez podstawa dla funkcyjnych jezykéw programowania takich
jak LISP, Scheme. Szczegdlnie w przypadku tego drugiego gdzie pojecie procedury /funkcji jest
bezposrednio odnoszone do lambda-abstrakc;ji.

2.2 Skladnia rachunku lambda

Uprzedzajac wszelkie uwagi i rozwazania definiujemy zbiér wszystkich termdw:

Definicja 2.1 Zbior wszystkich lambda termow oznaczony jest przez: A.

2.2.1 Gramatyka oraz notacja

Rachunek lambda oferuje niezwykle proste zasady budowy wyrazen. W opisie BNF sg to zale-
dwie trzy ponizsze linijki gramatyki bezkonteksowej:

1 < A—wyr> =< zmienna >
2 | (K A—wyrl><\—wyr2>)
3 | (A < zmienna > . < A — wyr >)

Linia pierwsza to definicja zmiennych (czesto okre$lanych jako zmienne przedmiotowe).
Zmienne nazywa sie zwyczajowo matymi literami raczej z konca alfabetu tacinskiego np.: x,y,z
ale tez m,n,0,p. Linia druga to zapis operacji zastosowania (lub wprost zastosowanie) argumentu
opisanego lambda wyrazeniem drugim do pierwszego wyrazenia. Lambda wyrazenia nazywane



sg zwyczajowo duzymi literami jednak w wielu przypadkach gdy stanowia one nazwy konkret-
nych funkcji sg pisane matymi literami. Dodatkowo aby podkresli¢ ich znacznie nazwy funkcji
sg pisane czcionka ttusta oraz stosowane jest podkreslenie.

Ostatnia trzecia linia przedstawia tzw. lambda abstrakcje. Jest to operacja zwigzania zmien-
nej (dosé czesto mowi sie, ze jest to przyporzadkowanie wyrazeniu pewnego argumentu) ze
wszystkimi jej wystapieniami do konca obszaru ograniczonego prawym nawiasem tego wyraze-
nia.

Pojecie lambda-wyrazenia definiuje sie réwniez w sposéb indukeyjny (podane w dalszej cze-
Sci definicje funkcji FV i BV posiadaja podobna postac):

e zmienne np.: T, y, 2 Sa wyrazeniami;
e jesli M i N sa wyrazeniami to (M N) takze;
e jesli M jest wyrazeniem a x to zmienna, to (Az.M) réwniez jest wyrazeniem

Tak sformutowana sktadnia wymaga stosowania duzej ilosci nawiasoéw co przy nawet wzgled-
nie niewielkich wyrazeniach moze powodowaé¢ utrate czytelnosci. Dlatego stosuje sie trzy do-
datkowe regulty zwiekszajace czytelnosé oraz upraszczajace zapis wyrazen:

e zastosowanie ma pierwszenstwo przed A-abstrakcja, wigc wyrazenie Ax.x y w petnej notacji
ma postaé¢ (\x.(zy))

e zastosowanie wigze zawsze w lewa strone: xy z oznacza ((zy) 2)

e trzecia reguta dotyczy znaku kropki i abstrakecji zamiast wyrazenia Axi.A\xo. A3, ... Az, . M
dopuszcza sie zapis: A\ry 1o x3...2,. M

Stosowany jest jeszcze jeden skrot tzw. notacja wektorowa:
AL 1XoXs . .. ;. M to A\ M

Podobnie dla zastosowania: .
MN to MN1N2 R Nz

2.3 Dlugosé wyrazenia lambda

Dtugosé dowolnego wyrazenia oznacza sie identycznie jak warto$é bezwzgledna: |M|. Stosuje
sie trzy reguly do wyznaczania dlugosci wyrazen podstawowych. Diugosé zmiennej to:

211
dtugos¢ zastosowania jest rowna dhugosci poszczegélnych wyrazen:
(W, Wa)| < [WA | + Wy
dtugoscia lambda abstrakeji jest suma jednosci oraz dlugosé wyrazenia W.
(A W) €1 4 W]
Przyktad wyznaczenia dtugosci lambda wyrazenia jest nastepujacy:

|(Az.zy)(Nz.2) My.y)| = [Ar.zy| + [Mz.2| + [My.y|
=1+ zyl+1+z|+ 14yl =

L+ o)+ [yl +14+1+1+1
=14+1+1+14+1+1+1=7



2.4 Zmienne wolne

Zmienne wolne to zmienne nie zwigzane czyli takie dla ktorych nie zostala zastosowana \-
abstrakcja. Funkcje ktora znajduje wystapienia zmiennych wolnych okresla sie F'V jest skrot
od ang. stow free variables. Podobnie jak przy pojeciu dtugosci réwniez w zamiennych wolnych
pojawiaja sie trzy definicje. Pierwsza wskazuje ze zmienng wolng jest pojedyncze wystapienie
zmiennej:

FV[z]* {x}

Druga posta¢ oznacza, ze zmiennych wolnych nalezy szuka¢ oddzielnie dla kazdego wyrazania:
FV[Wy: W] € FV W] U FV[W,]

Trzecia definicja wyklucza ze zbioru zmiennych wolnych zmienng co do ktoérej zastosowano
zwiazanie:

FVAz WS FVIW)\{z}
Przyktad wyznaczania zmiennych wolnych:

FViz(Ary.xz)] = FV[z]U FV[Azy.xz] =

= {o} U (FV]zz]\{2,y}) =
= {e} U((FV[z] U FV[2])\{z,y}) =

= {z} U ({2} U{zH\{z,v}) = {=, 2}
Definicja 2.2 Termem zamknietym nazywamy term bez zmiennych wolnych: FV(T) = 0.
Term zamkniety okresla sie rowniez mianem kombinatora.
2.4.1 Zmienne zwigzane

Analogicznie za pomoca podobnych wyrazen jak dla FV mozna podaé definicje zbioru zmien-
nych zwigzanych. Tym razem stosuje sie oznaczenie BV od ang. stéw bound variables. Wolne
wystapienie zmiennej naturalnie nie nalezy do zbioru zmiennych zwigzanych:

BViz] =10

Wyznaczanie zmiennych zwiazanych dla dwéch lambda wyrazen czyli zastosowania identycznie
jak przy zmiennych wolnych polega na oddzielnej analizie wyrazen:

BV[Wy; Wa) & BV, U BV W]
Zmienna zwigzana lambda-abstrakcja naturalnie nalezy do zbioru zmiennych zwiazanych:

BV[Az.W|¥BVIW] Uz

2.4.2 Podtermy

Podtermy sg wyznaczane przy pomocy funkcji S. Funkcja przyjmuje nastepujacg postaé po-
dobna do definicji podanych wezesniej funkeji F'V oraz BV:

o Sla] < {x}
o S[(W1Wa)] = S[W:] U S[Wa] U {(W, W)}
o S[(Mx. W) ¥ SW] U {(Az. W)}



2.4.3 Zastapienie (podstawienie)

Oznaczenie podstawienia pojawia sie w dwoch postaciach: M[N/x], co oznacza ze w wyrazeniu
M, w miejscu wystapien zmiennej x zostanie wstawione wyrazenie N. Druga postacé jest naste-
pujaca: M|z := N|. W tej operacji trzeba jednak zwréci¢ uwage na to, ze nie podstawiamy tylko
pod zmienne wolne ale i zwigzane co moze powodowac kolizje w nazwach zmiennych. Nalezy
w takim przypadku zmieni¢ nazwy. Dokladna definicja uwzgledniajgca poszczegdlne przypadki
jest nastepujaca:

x[N/x] = N

y[N/z] =y y#x

(PQ)IN/z] = P[N/z]Q[N/x]

(Ax.P)[N/z] = Mx.P

(A\y.P)[N/x] = My.P r¢ FV(\y.P),z =y
(Ay.P)[N/x] = Ay.P[N/z] y#FreFV(P),y¢ FV(N)
(A\y.P)[N/zx] = Xz.P[z/y|[N/z] y#x€ FV(P),ye FV(N)

z jest nowg zmienna

Przyktad podstawieni,a gdy nie wystepuje kolizja jest trywialny:

(Ay.zy)z)z/y] = ((A\z.w2)x)

Ten sam przyktad, ale z kolizja wymaga skorzystania z ostatniej definicji podstawienia:

(Ay.zy)z)ly/z] = (Av.yv)y)

wystapienia
definiujace

l& cialo

—
x(Axy. xz)

wystapienie / wystapienie

wolne wystapienie wolne
zwigzane

Rysunek 3: Przyktadowe lambda wyrazenie

2.5 Redukcje i konwersje
2.5.1 Kongruencja A\-rachunku

Relacje pomiedzy wyrazeniami w A-rachunku nazywa si¢ kongruencja. Relacje oznacza sie sym-
bolem ~ i ma ona nastepujace wtasnosci:

e relacja ~ jest zwrotna, symetryczna i przechodnia (réwnowaznosé)
ejesi M ~M iN~N to MN ~MN'

o jesli M ~ M to \x.M ~ \z. M’



2.5.2 Alfa-konwersja

. .o AN . . . . , . . . @
Relacja alfa-konwersji (a-konwersji) jest najmniejsza relacja réwnowaznosci (oznaczana jako =)
w zbiorze wyrazen spelniajaca ponizszy warunek:

Az M = N\y.[y/x]M dla dowolnego y ¢ FV[M]

O a-konwersji mozna tez powiedzie¢, ze jest to operacja zmiany nazwy zmiennej. Co jest zwia-
zane z nastepujacym faktem: M =M’ < M = My, My, My, ..., M, = M’ czyli M;_, rézni sie
od M; (gdzie i = 1,...,n) tylko nazwa zmiennej zwiazanej. Prawdziwe beda tez nastepujace
warunki: jesli M =M’ to \e.M = z.M' oraz MP=M P A PM=PM' dla dowolnego P.

7 tej definicji wynikaja nastepujace wlasnosci a-konwers;ji:
e jesli M =N to |M|=|N|
e jesli M =N to FV[M] = FV[N]
e dla dowolnego M istnieje M  czyli M =M’ i w M  nie wystepuja kolizje zmiennych

2.5.3 Beta-redukcja

Nastepna relacja w zbiorze A jest beta-redukcja ((-redukcja). Jest to najmniejsza relacja ozna-

B . , .
czana przez = o nastepujacych wtasnosciach:

o (\&.M)N £ M[N/4]

Z M to MNZ M'N, NM 2 NM' oraz o.M 2 \z.M'

o jesli M
Relacja -redukcja odgrywa najwazniejsza role w przetwarzaniu wyrazen w A-rachunku ponie-
waz pozwala na zastosowanie argumentéw do funkeji. Przyktad gdy mamy wyrazenie (Az.1 +
T 4+ 2+ x)5 to po zastosowaniu [-redukcji otrzymamy wyrazenie: 1+ 5 4 2 + 5.

Waznym pojeciem jest domkniecie przechodnio-zwrotne podanej powyzej relacji oznaczone
jest jako:

8
& badz 5
Wyrazenie w postaci (Az.M)N nazywa sie -redex’em (ang. redex — reducible expression)
czyli jest to wyrazenie dla ktérego mozna zastosowaé relacje G-redukcji. Gdy w termie M nie

wystepuje zaden (-redex to nie zachodzi relacja M éN . Oznacza to, ze M jest w postaci (-
normalnej (lub krécej w postaci normalnej).
Istniejg wyrazenia nie posiadajace postaci normalnej np.:

Il

s

(Ar.zx)(Ar.zx)=(Av.xx)(Ar.xx)

2.5.4 Twierdzenie Church’a-Rosser’a

W jednym termie moze naturalnie znajdowac sie wiecej niz jeden -redex. Oznacza to, ze dane
wyrazenie mozna redukowa¢ na wiecej niz jeden sposéb. Nie oznacza to ze mozna otrzymywac
dwa rézne ciggu poniewaz istnieje tw. Churcha-Ressera o nastepujacej tresci:

Twierdzenie 2.1 Jesli P & M 5 Q to P |5 Q.

9



Rysunek 4 pokazuje postaé¢ twierdzenia Churcha-Rossera jako romb. Jest to réwniez postaé
dowodu. Jedli M mozna zredukowaé na dwa sposoby i wiemy ze P i Q sa w postaci normalnej
to istnieje T ktore powstata poprzez redukcje dokonane na drodze a-konwers;ji.

Pf/ M \iQ

Rysunek 4: Uwaga do twierdzenia Church’a-Rosser’a w postaci rysunku

2.5.5 Eta-redukcja

Uzupetieniem a-konwersji oraz (-redukcji jest n-redukcja. Oznaczana bedzie symbolem
spelnia nastepujace warunki:

o \z. Mz = M gdy z ¢ FV[M]

ojesli M= M to MN Z M'N, M £ M to NM £ NM' oraz \o.M = \z.M’

Dos¢ czesto spotyka sie relacje bedaca suma 3 oraz n redukeji (ozaczang jako BE”)

2.6 Semantyka rachunku lambda
2.6.1 Semantyka aksjomatyczna (teoria réwnosciowa)

Zaktadamy ze formulty M i N sg termami rachunku lambda oraz M = N. Formalny system
dowodzenia w postaci aksjomatow o przestankach i regutach jest nastepujacy:

XFM=P
sav=on (W) rigng (V) sreamaew (€

2¢ FV[M]
N-(Az. M)N=M[N/z] (8) N-(Az.Mz)=M (n)

2.6.2 Semantyka operacyjna
Relacja (-redukcji dokonywana w jednym kroku jest zdefiniowana nastepujaco:
(Ax.M)N —5 M[N/x]
Podobnie operacja (n-redukcji:
(Az.Mz) —pg, M gdy x ¢ FV[M]

2.6.3 Rownowaznos$¢é semantyk

Obydwie semantyki sg sobie réwne co przedstawia sie w nastepujacy sposob:

M=sN&\+FM=N
M =g, N & \gnt M =N
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2.7 Sila wyrazu rachunku lambda

Rachunek lambda moze wydawaé sie raczej prymitywnym narzedziem, gdzie mozna wyrazac
tylko najprostsze, czy wrecz prymitywne elementy. Trudno spogladajac tylko na sktadnie i
operacje jakie mozna w ramach rachunku wykonywa¢ traktowaé¢ A-rachunek jako jezyk pro-
gramowania. Tym czasem, sita lambda rachunku lezy w prostocie, bowiem za pomoca lambda
abstrakcji i zastosowania mozna otrzymac¢ w petni funkcjonalny jezyk programowania. Sita wy-
razu lambda rachunku jest jednak znacznie wieksza i nieco odmienna poniewaz nie wystepuje
w nim rekurencja typowa dla znaczacej wigkszosci jezykéw programowania. Jednak rachunek
oferuje operatory punktu stalego znakomicie rozwigzujace ten brak.

2.7.1 Kilka funkcji specjalnych

Wsréd wielu oznaczen na wyrazenia lambda rachunku niektore sa dosé istotne wiec zostang w
tym miejscu wymienione:
= \r.x
= \ry.w
= Ayz.az(yz)
= Ar.xx

D E R -
g

ww

Definicja funkcji o n argumentach zawsze réwna zeru (przy czym zero tratuje sie tu w sposob

tradycyjny) jest nastepujaca:
é déf )\m1 .. mnO

Funkcja rzutu n-argumentowego na k-ta wspotrzedna:

def
I = Amy...my.my

2.8 Logika

Podstawowymi definicjami sg wartosci logiczne prawda i falsz. Maja one zastosowania w wiek-
szos$ci wyrazen. | tak logiczng prawde definiuje sie w nastepujacy sposob:

true & Ary.x
Natomiast definicja logicznego falszu rézni sie jednym detalem:
false & Axy.y

Gtowna idea tych wyrazen to oddawanie jako wyniki pierwszego badz drugiego argumentu.
Jednak w potaczeniu z odpowiednio dobranymi definicjami innych operatorow pojecia te funk-
cjonuja dokltadnie tak jak nalezy. Nastepnym operatorem jest operator warunkowy, odpowiednik
instrukeji warunkowej (selekcji):

if & Abxy.bxy

Te trzy funkcji pozwalaja na zdefiniowanie trzech podstawowych operatoréw logicznych: not,
and oraz or. Ich definicja przedstawia sie nastepujaco:

not def A\b.if b false true
and % \p, by.if b, b, false
or X A\b, by.if by trueb,

11



Poniewaz trudno na przystowiowy pierwszy rzut oka uwierzy¢, ze podane wyrazenia istotnie
funkcjonujg poprawnie tych kilka ponizszych przyktadéw powinno rozwiaé watpliwosci. Pierw-
szy przyktad to instrukcja if z prawdziwym warunkiem:
if true M N = (Abzxy.bry) true M N
Z true M N 2 Qayx) MN 2 M

Nastepny przyktad zwiazany z instrukcja if ale z falszywym warunkiem jest nastepujacy:
if false M N = (Abxy.bry) false M N
Z false M N 2 (\ayy) MN 2 N
Przyktad dla negacji jest nastepujacy:

not true = (\b.if b false true) true

g if true false trueéfalse

Operator and w opisie rachunku lambda dziata w nastepujacy sposob:

and true false = (\b; bo.if b; b, false) true false

= if true false false é false

Nastepny przyktad to operator lub:

or true false = (\b; by.if by true bs) true false
B

if true true false é true

Wspélnym elementem jak wida¢ w tych przyktadach jest operator if oraz fakt, ze wartosci
logiczne true oraz false pozwalaja na selektywne wybieranie elementu. Odpowiednie utozenie
wartodci logicznych powoduje, ze stosowanie (3-konwersji oznacza wybieranie wlasciwych war-
tosci.

Nieco bardziej skomplikowang forme przybieraja operatory ,jesli ... to ...” oraz ,wtedy i
tylko wtedy” jesli odrzuci sie definicje prawdy i fatszu. Pierwszy z nich jest definiowany w
nastepujacy sposob:

2

implies % A . ( Az Ay.u(vzy) )
Natomiast operator ,wtedy i tylko wtedy” jest zdefiniowany tak:

iff & A v ( Az Ay u(vey) (vyz))

2.8.1 Pary, listy, krotki

W lambda rachunku mozna pokaza¢ wiele definicji réznych poje¢. Jednym z przykladéw sg
wtasnie pary. Pare definiuje sie w oparciu o warunek. Idea jak taka ze istnie¢ bedzie sposéb na
odwotanie sie do pierwszego i drugiego elementu:

pair % \zxyb.ifbry

12



Odczytanie pierwszego lub drugiego elementu do zadanie funkcji fst i snd uzywaja one jak widaé
wartosci logicznych ktore jak wezesniej podano przekazuja w wyniku odpowiednio pierwszy badz
drugi argument (czyli stanowia szczegélng postaé funkeji rzutu):

fst def Ap.p true
snd & Ap.p false
Przyktad pierwszy ,wyciagniecie” z pary pierwszego elementu:

fst(pairM N) = Ap.p true (pairM N)
2 pairM N true = (Azyb.if bry) M Ntrue
é if true MNg M

Przyktad drugi ,wyciagniecie” z pary drugiego elementu:

snd(pairM N) = Ap.p false (pairM N)
2 pairM N false = (\zyb.if bry) M Nfalse
é if false M N é M

Krotka ta uogélnione pojecie pary bowiem dopuszcza sie jej dowolng wielkos¢:
(My, Ms, ..., M,) ¥ \e.x My, M, ..., M,

Wybér k-tego elementu tak zdefiniowanej struktry (n-elementéw, wybieramy k-ty element)
polega na wykorzystaniu funkcji zrzutu:

sely e Ap.p 1T

Na podstawie par mozna zdefiniowa¢ ogélng n-elementows liste bowiem jest ona zawsze
reprezentowana w postaci par:

(Ey, Bs, Es, ..., E,) € (B, (Bs, (B3, (... )En_1)Ey))

Dla powyzszego wyrazenia po zastosowaniu funkcji fst otrzymamy FE;. Natomiast dla snd
wynikiem bedzie cata struktura rozpoczynajaca sie od wyrazenia E5. Oznacza to, ze gdy chcemy
sie dosta¢ do pierwszego elementu nalezy zastosowaé funkcje fst a ogodlnie dla i-tego elementu
wzor jest nastepujacy:

adr (E i) « fst(snd(snd(snd(...(snd E)))))

i—1 razy

2.8.2 Liczebniki Churcha

Liczby naturalne sg reprezentowane w postaci tzw. liczebnikow Churcha. Wzér na dowolna
naturalng liczbe jest nastepujacy:

cp & Ax. f*(x)
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Zapis f"(z) nalezy rozumie¢ jako n-krotne zastosowanie funkcji f: f(f(f(---(z)---))). Kilka
pierwszych liczba naturalnych definuje sie tak:

0 def Ar.x

1 Y Aot

2 L M af(fr)
3 E Ao f(f(fa))
n e

Bardzo istotna uwaga: 1 =g, I ale 1 #5 L.

2.8.3 Nastepnik

Na podstawie liczebnikéw Churcha mozna wyprowadzi¢ pojecie nastepnika i jest ono definio-
wane w nastepujacy sposob:
succ & M\ Afz.f(n f z)

To nie jest jedyna mozliwa definicja nastepnika nieco inna jest nastepujaca: Anfz.nf(fx) Na-
stepnik pozwala takze definicje liczb naturalnych w sposob indukecyjny:

0 def A fr.x
def

1 = succ0

2 def succ 1
def

3 = succ?2

Przyktady dla nastepnika sa dosé¢ dtugie, nawet dla niewielkich wartosci. Wyznaczenie war-
tosci liczby 10 mogtoby zajac, co najmniej 15 linijek tekstu. Dlatego, zostanie pokazane rozwi-
niecie dla liczby 2.
2fz = succl fx = MnAfe.f(nfx)lfx

B
Mz f(Lfz) fe=[f1lfz) = f(succO fx)
B
= f(ﬁ(/\n-kfx-f(nfx))Qfx) = f((/\fx-fﬁ(Qf:U)) fx)
= f(f0fx)) = f(f(Mzx)fz)) = f(fz)

Nastepny przyktad pokazuje co zostanie wyznaczone dla nastepnika zero:

s

succ 0 = ()\n.)\fx.f(nfx)gé)\fx.f(Qfac)
= (Mzx.f(Afz.x) fo) é)\fxfx% M.f=Xx = 1d

2.8.4 Poprzednik

Zdefiniowanie poprzednika wymaga wiekszego sprytu bowiem trzeba opisa¢ fakt wywotania
pewnej funkcji n — 1 razy mniej. Definicja pomocnicza funkcji h:

h % \p.pair(snd p)(succ(snd p))
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Pozwala na podanie czytelnej definicji poprzednika w nastepujacy sposob:
pred & An.fst(n h (pair 0 0))

Poniewaz zadaniem pred jest zawsze wyciggniecie pierwszego elementu z pary wiec istotne sg
operacje dokonywane za pomocg funkcji pomocniczej h.
2 h (pair 00) = (Afa.f(fz)) h (pair 00)
£ h(h (pair 00))
h((Ap.pair(snd p)(succ (snd p)))(pair 0 0))
£ h(pair 01)
2 (pair(snd(pair 0 1))(succ(snd(pair 0 1)))) = pair 1 2

8

2.9 Daziatania

Z pomoca nastepnika oraz poprzednika mozna zrealizowac¢ podstawowe operacje arytmetyczne.
I tak dodawanie jest zdefiniowane w nastepujacy sposob:

add © \en.ksuce n

W ponizszym przyktadzie nie jest rozwijana funkcja nastepnika tylko korzysta sie bezposrednio
z definicji inaczej zapis stracitby na czytelnosci:

add22 = (M\kn.ksuccn)22

= (Mfz.f(fx))) succ 2 - succ(succ2) = succ3 = 4
Operacja dodawania jest rowniez przemienna:
add 20 = (Mn.ksuccn) 20 é 2 succ 0
£ (AMfx.f(fz) succ 0 £ succ (succ 0)) =succ(l) = 2

Zmiana kolejnosci argumentow nie spowoduje, ze obliczenia nie beda poprawne:

add 02 = (Mkn.ksuccn) 02 g

é (Afz.x) succ 2 é 2

[

0 succ

Mnozenie w lambda rachunku przedstawia sie nastepujaco:
mult % \en.k(add n) 0

Przytoczony przyktad, podobnie jak w przypadku ilustracji dodawania poszczegdlne operacje
sg podane bez petnych rozwinig¢ nast¢pnika, podane zostaty takie same argumenty:
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Sprawdzenie, czy podany argument jest zerem:

iszerodéf)\n.n()\x.false) true
Elementarny przyktad sprawdzenia czy zero jest zerem wedlug funkcji iszero:

iszero 0 = An.n(\z.false) true 0

0(Az.false)true 2 (A fz.z)(\x.false)true Z true

Il

Funkcje: dodawania, mnozenia oraz nast¢pnika sg $cisle ze soba powiazane, kazda nie jako
zawiera w sobie poprzedniag, wida¢ to szczegdlnie, gdy ich definicje bedzie sie podawadé jawnie
bez zadnych skrétow. Uzupekieniem jest definicja potegowania:

succ ¥ Anfr.f(nfx)
add « Amnfr.mf(nfx)
mult = Mmnfr.m(nf)z

exp % rmnfr.mnfx

2.10 Twierdzenie o punkcie stalym

W jednym z poprzednich punktéw podano definicje funkcji 2. Wyrazenie () nie posiada postaci
normalnej. Stosowanie g-redukeji powoduje ciggle generowanie tego samego wyrazenia. Gdyby
rozszerze¢ definicje tej funkcji o mozliwo$¢ wykonywania sie innych czynnosci istniataby mozli-
wos¢ cyklicznego wykonywania si¢ jakis operacji. Odpowiada to pojeciu rekurencji badz skoku
albo petli while. Funkcja o takich mozliwosciach przyjmuje nastepujaca postac:

Y €AW (2. W (z2)) Az W (z2))
Odnosza si¢ do niej dwa nastepujace pojecia:

Definicja 2.3 Punktem statym A\-wyrazenia W jest wyrazenie V' o nastepujgcej wltasciwosci:

wvey.

Definicja 2.4 Operatorem punktu statego jest wyrazenie Y ktore przyporzqdkuje A\-wyrazeniom
punkty state tych wyrazen: Y V £ V(YV)

O tym ze dowolne wyrazenie (np.: W) zastosowane do operatora Y spelnia réwnia punktu
stalego mozna sie przekonaé¢ wykonujac nastepujace obliczenia Y W:

YW = AW.(Ae. W (zz))( Ae. W (xx)) W

2 O\a W (zx)) e W (z))
Dalsze przeksztatcenia (G-redukcja) ostatniej czesci powyzszego wzoru sa nastepujace:

ZW Az W (z2)) M. W (zz)) = W(YW)

W przeksztalceniu zostalo wykorzystane poprzednie przeksztalcenia aby pokazaé, ze (YW)
mozna zapisa¢ tez jako : (Ax.W (zx))(Ax. W (xx)).
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2.11 Ah ta silnia !

Na poczatek dwie proste defincicje:
sil ¥ Y SIL

Gdzie SIL to wtasciwa definicja:

SIL ' \s.An.if (iszero n) 1 (mult n(s (pred n)))

Samg definicje silni mozna przeksztatcaé zgodnie z réwnaniem punktu stalego:

sil = v SIL ZSIL (v SIL) £ SIL sil

Podane definicje pozwalaja na wyznaczanie wartosci tej rekurencyjnej funkcji opisanej za po-
moca funkcji punktu statego np.:

i1 0 £

if (izero 0) 1 (mult 0 (sil (pred 0))) =1

Wyznaczenie wartosci dla jedynki jest nastepujace:

_
iy
e
o
N
o
=
o}
()
N—
[
B
<
=
[l
[
~—
wn
=
=
A~
ho!
=
o
Q.
()
S~—
S~—
S~—

Zapis definicji lambda rachunku jak ogélnie sam lambda rachunek stat sie wzorem dla jezyka
Scheme. Definicja silni w tym jezyku przedstawia si¢ nastepujaco:

(define silnia
(lambda (n)
(if (=n 0) 1 (* n (silnia (- n 1))))))

(display "Silnia 5=")
(display (silnia 5))

Natomiast w Pascal ta funkcja przedstawia sie nastepujaco:

function silnia(n : longint) : longint;

begin
if n=0 then
silnia:=1
else
silnia:=n*silnia(n-1);
end;
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3 Zadania

W zadaniach stosowane sg nast¢pujace oznaczenia:
o A* - zbiér wszystkich ciggdédw skonczonych tgcznie ze stowem pustym A
e AT - zbiér wszystkich ciggéw skonczonych bez stowa pustego A

W zadaniach, gdzie tre$¢ zadania jest poprzedzona skrotem (form) nalezy zastosowaé formal-
na definicje maszyny Turinga. W przypadku zadan dot. rachunku lambda, symbol A oznacza
naturalnie lambda abstrakcje.

1. Napisa¢ program dla maszyny Turinga wykrywajacy palindromy.

2. Dla maszyny Turinga wykrywajacej palindromy z rysunku 1, przesledzi¢ sposéb dziatania
maszyny dla stowa ##abba#+# oraz dla stowa ##baba##.

3. (form) Jaka funkcje f(z) oblicza maszyna Turinga o nastepujacym programie:
@0 — ¢0R
al — gl
20 — gl
el — @lR

4. (form) Jaki typ funkcji oblicza ponizszy program dla maszyny Turinga:

710 — qo0

(S

. (form) Skonstruowaé maszyne Turigna, ktéra prawidtowo obliczy tzn. maszyna zakonczy
swoje dziatanie przy spetnieniu odpowiedniego warunku: f(z) =z + 1.

=)

. (form) Napisa¢ program dla maszyny Turigna, ktory oblicza warto$¢ dla funkeji zerowej
o(z) = 0. Dla dowolnego argumentu wartoscia funkcji o(x) jest wartosé zero.

7. (form) Skonstruowaé¢ maszyny Turinga dla nastepujacych funkcji:

) przeniesienie zera: ¢;00170 — ¢o01700

) prawy skok: ¢;00170 — 01%¢,0

(c) lewy skok: 017¢,0 — ¢o0170

(d) transpozycja: 017¢;01Y0 — 01Y¢,0170

) podwojenie: ¢;01%0 — ¢o01701%0
) skok cykliczny: ¢;01%101%2...01%"0 — ¢,01*>...01*"01*10
) kopiowanie: ¢;01**...01""0 — ¢o01** ... 01*01* ... 01*"0

8. (form) Skonstruowa¢ maszyne Turinga, ktéra prawidtowo oblicza funkcje rzutu:
I (1, 9,23, ...,x,) np.: Hg(xy,29,...,2,) = 6

Wykorzysta¢ definicje funkcji z poprzedniego zadania oraz funkcje zerowania.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(form) Skonstruowaé maszyny Turinga, prawidtowo obliczajace trzy nastepujace funkcje:

(a) z + y — suma liczb catkowitych dodatnich

|0, gdy =0

<b)x_1_{x—1, gdy x>0
. ] 0, gdy =0
(c) Slgnx—{L gdy x>0

Napisa¢ dwa programy dla maszyny Turinga obliczajacej wartos¢ funkcji sign:
sign(z) = 0 jesiz=0
BMEI =N 1 jedlia >0

Jesli, liczba x zostata zapisana w postaci dwéjkowej oraz w postaci jedynkowe;j.

Opracowa¢ program dla maszyny Turinga kopiujacej stowo wejsciowe ztozone z jedynek
tzn. dla stanu poczatkowego w chcemy otrzymaé ww.

Napisa¢ program dla maszyny Turinga ktéra bedzie wykrywaé, czy podane stowo nalezy
do jezyka L = 0"1" dla n > 1. Oszacowa¢ zlozonos¢ obliczeniows.

Opracowa¢ maszyne Turinga ktora rozpoznaje czy stowo w nalezy do jezyka L = 1*01*.
OdpowiedZ maszyny powinna by¢ nastepujaca:

_f0 jesliz ¢ L
T(w)_{1 jesliz € L

Napisa¢ program dla maszyny Turinga sprawdzajacej, czy cigg nawiaséw zostat poprawnie
zbudowany tzn. lewemu nawiasowi zawsze odpowiada prawy nawias.

Opracowaé¢ programy dla maszyny licznikowej ktére wykonaja nastepujace operacje:

(
(

a) dodawanie liczb catkowitych

)
b)
)
)

odejmowanie liczb catkowitych

mnozenie liczb catkowitych

(c

(d) dzielenie liczb catkowitych
Wyznaczy¢ ztozono$é otrzymanych algorytmow.

Opracowa¢ program dla maszyny licznikowej ktory bedzie realizowal nastepujace opera-
tory relacji dla dwoch zmiennych A i B:

Wykaza¢ poprawnos¢ zastosowanych rozwigzan.
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17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.
24.

25.

26.
27.

28.
29.

30.

Wykorzystujac utworzone w dwoch poprzednich zadaniach programy utworzy¢é program
ktory bedzie wyznaczaé¢ najwiekszy wspolny dzielnik dwoch liczb catkowitych dodatnich.

Opracowac¢ program dla maszyny RAM ktory obliczy wartosé funkcji:

dn+5
2

f(n) =n
Wyznaczy¢ jego ztozono$é¢ czasows.
Napisa¢ program dla maszyny licznikowej ktéry bedzie wykonywat operacje a”.

Napisa¢ program obliczajacy wartos¢ silni dla maszyny o dostepie swobodnym. Wyzna-
czy¢ jego ztozono$é czasows.

Na tasmie wejéciowej znajduje sie liczba n bitowa liczba. Znacznikiem jej konca jest
dowolna inna liczba poza naturalnie zerem badz jednoscia. Napisa¢ program dla maszyny
RAM ktoéry sprawdzi, czy jest to liczba podzielna przez cztery.

Opracowaé¢ program dla maszyny RAM ktory dla podanego ciagu wejSciowego przepisze
na cigg wyjsciowy tylko wielokrotnosci liczb 3. Ciag wejsciowy jest zakonczony wartoscia
zZero.

Napisa¢ program dla maszyny RAM ktory obliczy a™.
Opracowaé¢ program obliczajacy n-tg liczbe ciggu Fibonacciego dla maszyny RAM.

Napisa¢ program na maszyne RAM ktéry sprawdzi czy stowo w nalezy do jezyka o na-
stepujacej postaci: L = 1*01*.

Obliczy¢ wartosci logiczne dla funkeji and, or, not w ramach rachunku lambda.

Obliczy¢ nastepujace lambda wyrazenia (starajac sie podawaé pelne rozwiniecia wyrazen):

(b) sub 43
(c) mult 23

Zdefiniowa¢ funkcje silnia fact i pokazaé¢ poszczegdlne [ redukcje dla fact 2 .

Zdefiniowaé funkcje iszero dla liczebnikéw Churcha jako wyrazenie lambda rachunku
okreslone w nastepujacy sposob:

iszero(0) = true
iszero(n) = false, ifn # 0

Wykazaé, iz dla dowolnych liczb naturalnych n, m:
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31. Zdefiniowaé liczby naturalne bez uzycia liczebnikow Churcha, stosujac za zero (\z.z), a
kolejne liczby mogg by¢ wyrazane za pomocg wartosci fatszu logicznego.

32. Uwzgledniajac poprzednie zadanie udowodni¢ nastepujacy lemat:

Lemat 3.1 Istniejg wyrazenia lambda N, P, Z (nastepnik, poprzednik, test zera), takie

ze:
Sn = n+1
Pn+1 = n
Z0 = true

Zn+1 = false
33. Udowodni¢ nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 3.1 W beztypowym' rachunku lambda dowolny term F posiada punkt staty.

34. Pokaza¢, ze dla Q% (\z.z2)(\z.zx) zachodzi:

Q 5y Q0.

4 Dalsze informacje

Ponizsze pozycje odnosza si¢ do wszystkich list z ¢wiczeniami z przedmiotu teoretyczne pod-
stawy informatyki.
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